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Vorwort

Das Thema ,Kurven“ ist sehr umfangreich. Ich habe sehr lange recherchiert, um herauszufinden,
was die Literatur und das Internet anbietet, oder mit anderen Worten, welche Kurvenarten und welche

Fragestellungen zu untersuchen sind.

Ich habe abschlieRend die Stoffverteilung so vorgenommen, dass ich im vorliegenden Text 54010
zunéchst beschreibe, was fir Arten von Kurvengleichungen auftreten kénnen. An Hand einiger
Beispiele zeige ich dann, wie man sie ineinander umrechnen kann. Diesen Text sollte man ansehen,

bevor man andere Texte bearbeitet.

Die Methoden zur Kurvendiskussion stehen dann im Text 54011 ,Differentialgeometrie*.
Es fehlen im Moment noch die Themen

Evolute, Parametrisierung nach der Bogenléange sowie Raumkurven.

Dann folgen diese Spezialtexte:

Sie enthalten Herleitungen der speziellen Kurvengleichungen sowie Kurvenuntersuchungen

54031 Hullkurven von Kurvenscharen
54050 Kreise

54060 Ellipsen

54070 Hyperbeln

54080 Parabeln

54101 Zykloiden

54103 Kleeblattkurven

54105 Parabola nodata (Knotenparabel)
54110 Traktrix

54112 Kardioiden

54115 Asteroiden

54120 Cassini-Kurven und Lemniskate
54125 Strophoiden

54128 Zissoiden (Kissoiden)

54130 Konchoiden

54135 Spiralen

54145 Neilsche Parabel

54150 Kartesisches Blatt

54155 Versiera

54160 Serpentine

54165 Pascalsche Schnecke

54170 Lissajous-Figuren

54180 Kettenlinie

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1 Kurvengleichungen

1.1 Algebraische Gleichungen

Eine ebene Kurve ist eine Teilmenge der Punktmenge einer Ebene, die man auch mit R* bezeichnen

kann, die durch eine Gleichung fiir die Koordinaten der Kurvenpunkte gegeben ist.

Ublicherweise verwendet man kartesische Koordinaten x und y zur Lagebeschreibung der Punkte der
Ebene, wenn man ein kartesisches Koordinatensystem verwendet.

Die Gleichung y = x* beschreibt zum Beispiel eine Normalparabel. Diese Gleichung ist die Bedingung
dafir, dass ein Punkt auf der Parabel liegt. A(3]9) ist somit ein Parabelpunkt, nicht aber Q(2]5).

Allgemein gilt fir Punkte dieser Kurve: P(x | xz).

Kurven treten oft im Zusammenhang mit Funktionen auf. Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung
X — Yy, wobei man dann y den Funktionswert von x heif3t, was man so schreiben kann: y = f(x) .

Der Graph der Funktion f(x) = 2x -1 ist dann auch eine ,Kurve" im mathematischen Sinne, auch
wenn es sich um eine Gerade handelt. Hier also unterscheiden sich die Begriffe ,Kurve® aus der

Umgangssprache und ,Kurve* aus der Mathematik.

Kreis und Ellipse sind auch Kurven, aber sie gehtren zu keiner Funktion, weil es auf diesen Kurven
keine eindeutige Zuordnung x — y mehr gibt. Die Gleichungen dieser Kurven sehen daher anders

aus, sie enthalten beispielsweise auch y2: x> +2x+Yy® =4 stellt beispielsweise einen Kreis dar,
2 2

und :_6+y? =1 ist die Normalform einer Ellipse um den Ursprung.

Treten gemischte Produkte xy auf, wie in 40x® —36xy +13y* =196 , dann kommt Schréglage noch
hinzu. Gleichungen, die keine Funktion mehr darstellen, nennt man dann eine Relation.

Oftmals kann man diese Relation in zwei Ersatzfunktionen zerlegen.

Beispiel:  Die Kreisgleichung x* + 2x + y* = 4 kann man umstellen nach y* = -x* -2x+4
Und daraus folgt dann y = i\/m .
Das Schaubild der Funktion f, (x) = J=x? —2x +4 ist dann der obere Halbkreis,
und das der Funktion f, (x) = J=x* —2x+4 der untere Halbkreis.

Alle bisher genannten Kurvengleichungen heif3en algebraische Gleichungen. Darunter versteht man
eine Gleichung der Form F(x,y) =0, wobei F ein Polynom mit zwei Variablen (meist x und y) ist.

Oft steht rechts keine Null, was aber durch eine einfache Umformung immer zu erreichen ist:

z.B. y=x* & y-x*=0 usw. Die geometrische Darstellung der Lésungsmenge einer

algebraischen Gleichung heil3t algebraische Kurve.

Fur die Untersuchung solcher Kurven sind die Darstellungen durch Parameter oder Polarkoordinaten

oft glinstiger.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Funktionenscharen mit Parametern

Funktionenscharen enthalten zusatzlich zur Variablen x einen Parameter. Dieser wird nicht wie eine
Variable behandelt, sondern als eine feststehende aber nicht genannte Zahl angesehen. Dadurch
haben die durch die Gleichung definierten Funktionen dieselbe Gleichungsform und auch

Gemeinsamkeiten im Verlauf des Schaubilds. Diese Parameter heil3en daher auch Formvariable.

Beispiel 1: f(xt)=t-x+4-t

Hier ist x die laufende Variable und t der Parameter.

Zu jedem Parameterwert gibt es eine eigene Funktion

und in der geometrischen Darstellung einen eigenen

Graphen (Kurve).

Die Abbildung zeigt 201 Geraden dieser Kurvenschar, denn ich
habe mit MatheGrafix die Kurvenschar fur t = -50 bis t = 50

darstellen lassen, und zwar mit der Schrittweite At = 0,5 . Im Innenbereich liegen die Geraden sehr
dicht beisammen, was seinen Grund darin hat, dass t in diesem Beispiel die Steigung der Geraden

darstellt, und fir t — « werden daher die Geraden immer steiler.

Beispiel 2: f(x)=4x"-tx+4 fir txeR

Der Parameter t unterscheidet hier zwischen den einzelnen

Parabeln der Kurvenschar. Dargestellt sind die Kurven

far t=1; Kii  y=f(t)=2ix"-x+4
t=2: Ky y=f,(t)=2ix"-2x+4
t=3: Ks:  y=f(t)=2ix*-3x+4

Die Parabelscheitel dieser Schar liegen auf einer Kurve C:

Ableitung: f'(x)=4x—t

Bedingung fur die Scheitel: f'(x)=0 <& ix-t=0 < xg=2t
y-Koordinate: Y =f(2t)=2-4t" —t-2t+4 =t -2 + 4= t* + 4
Parabelscheitel: S (2t]-t* +4)

Diese Scheitel liegen auf einer sogenannten Ortskurve C, deren Gleichung man so bestimmt:

Es gilt: Xg =2t = t=3%s
und ys =-t"+4
t=1xg einsetzen: Ys = —%st +4

Ergebnis: Die Parabelscheitel S; liegen auf der Kurve C: y= —%xz +4

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Parametergleichungen von Kurven
Die Verwendung von Parametern zur Darstellung von Kurvenscharen ist jedoch nicht das )

Thema dieses Textes, denn dabei dient der Parameter nur zur Unterscheidung der einzelnen

Scharkurven. Dagegen ist die Erzeugung der Gleichung der Ortskurve der Parabelscheitel das

eigentliche Thema, zumindest der Anfang davon. Beispiel:

/

Diese Parabelscheitel lassen sich hier durch
diese beiden Gleichungen berechnen:

X¢ =2t und ys=-t*+4 firteR.
Wenn man t alle Werte durchlaufen l&sst,
dann erhélt man eben ,alle* Scheitel, d. h.
eine Kurve (auf der diese Scheitel liegen).
Rechts ist diese Kurve dargestellt. An einige
Punkte sind auch die zugehotrigen Parameter-

werte angeflgt.

B(-213)

3

S
t=0
34

t=1
C(2|3)

t=2

D(4
J( 10)

Die explizite Gleichung dieser Parabel (in kartesischen Koordinaten) lautet y = —%xz +4.

Beispiel 3:
1)

Der waagrechte Wurf im Vakuum (Beispiel aus der Physik)

Ein Massepunkt wird in x-Richtung mit der Geschwindigkeit v, geworfen. Ohne Gravitation fuhrt

dieser Punkt im Vakuum in x-Richtung eine gradlinig gleichférmige Bewegung durch mit

der Weg-Zeit-Gleichung: x(t)=v, t.

(2) Wiuirde man diesen Gegenstand nicht werfen, sondern nur fallen lassen, dann wiirde er im
Vakuum eine gleichmaRig beschleunigte Bewegung durchfiihren. Die als konstant
angenommene Erdfall-Beschleunigung wird mit g bezeichnet und es ist g = 9,815%.

Die Weg-Zeit-Gleichung fur die Bewegung in y-Richtung (nach unten) lautet y(t) = %gt2 .
(3) Beim waagrechten Wurf finden beide Bewegungen zugleich statt und tUberlagern sich ungestort.

Zahlenbeispiel:

Die Abwurfgeschwindigkeit sei v, =42 (= 14,4 ), dann lauten die

beiden Bewegungsgleichungen (ohne Einheiten)

x(t)=4-t (1) und y(t)=5-t*

)

Fur t = 1 erhalt man beispielsweise: x(1)=4 undy(1)=5, also P(4]5).

(2) ist die Parameterdarstellung der Flugparabel.

¥

Ihre explizite Gleichung erhélt man, indem man den Parameter t (die Zeit) eliminiert.

Aus (1) folgt tzﬁ, in (2) eingesetzt:

Ergebnis: Die Wurfbahn hat die Gleichung

(3]

y = 0,31- X

5
=—X
16

?~0,31-x

Achtung: GemalR den physikalischen Gegebenheiten zeichnet man hier die y-Achse nach unten.

Friedrich Buckel
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Beispiel 4: x(t)=t> und y(t)=t*+2 fur teR, ~ [~

Die x- und die y-Koordinate werden aus einem Parameter t berechnet.

Man nennt dies dann eine Parameterdarstellung einer Kurve.

Sehr oft verwendet man fur diese Kurven dann die Vektorschreibweise, indem man eine

3
Gleichung fiir den Ortsvektor eines beliebigen Kurvenpunktes angibt: i(t) = (t2t+ 2] .

Keine Angst — man muss dazu keine Vektorrechnung kénnen. Man kann dies auch einfach als andere
Art der Gleichungsdarstellung ansehen: die Terme fiir x und y stehen eben untereinander in einer
Klammer. Man kann aus den beiden Parametergleichungen fiir x und y durch Elimination des

Parameters eine algebraische Gleichung fur x und y herstellen.

t=x?iny=t*+2 = y:(x”3)2+2 = y=x"+2
Beispiel 5: Die Gerade y = 2x -5 kann auf beliebig viele Arten parametrisiert werden.
(1) Die einfachste Art ist: x(t)=t und y(t)=2t-5
(2) Es geht auch komplizierter: x(t) =4 -2t. Das setzt man in die Geradengleichung ein:

y(t)=2(4-2t)-5 < y(t)=-4t+3.

Umgekehrt kann man zur Parameterdarstellung X(t) = (—jt:rz?f) , die Koordinatengleichung
herstellen. Man I6st x=4-2t nachtauf. 2t=4-Xx < t=2-1X
Das wird in y(t) eingesetzt: y=-4(2-1x)+3 < y=2x-5

Manche Parametrisierungen schranken den Definitionsbereich ein,

was nicht sein darf:

(3) Ich wahle fiir unsere Gerade:  x(t) =t

In y=2x-5 eingesetzt: y(t)=2-*-5

2
Man erhalt so die Gleichungen X(t)= [tht 5)

Jetzt betrachten wir die Wertmenge der Funktion x(t):

Da t* >0 ist, folgt: xel[0;o|
Und fur y(t) folgt: ye[-5;0]

16
Das bedeutet, dass die Parametergleichung nur noch ;’;
eine Halbgerade darstellt, denn negative x-Werte und ¢ 1

y-Werte kleiner als -5 kommen nicht mehr vor.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(4) Beeindruckend kann auch diese Parametrisierung unserer Geraden sein:

1 2 5(t-2

1
Ich wahl t)= —— Yoo+ _5__2 _
chwahle  x(t) -2 y(1) -2 -2 t-2

Man erkennt, dass es zu t = 2 keinen Kurvenpunkt gibt.

) o y(t)

t-2

AuBerdem gibt es kein t fir den Punkt Q(0|-5), denn % =0 hat keine Lésung.

12
. . - . -5
Aber es st lim x(t)=0 und lim y(t)= lim 12-5t_ lim 2

t—to t—>oo todo t— 2 t—>to0 1_%

=5

125t

Die Gerade nahert sich also Q an, erreicht Q aber nie. Q ist ein Loch in der Geraden.

1

LWas ergibt also diese Parametergleichung  X(t) = ( -2 j fir teR\{2}? }

12-5t
t-2

Furt>2istx > 0: Gehttvon 2 bis «, dann gleitet
der Geradenpunkt aus dem Unendlichen (rechts oben)
nach links unten gegen Q.

Furt<2istx <0: Gehttvon 2 bis —w, dann gleitet

der Geradenpunkt aus dem Unendlichen (links unten)
nach rechts oben gegen Q.
Im Ganzen gesehen ist das Schaubild eine punktierte Gerade.
Fur Unglaubige zeige ich hier auch noch durch Rechnung,

dass unsere “Kurve" die gegebene Gerade ist:
X = 1 = t-2= 1 = t= 1 +2
t-2 X X

. 12 -5t 12-5-(3+2) 2-3
iny= = y= =

t-2 Y= I 1

=——*=(2-%).x=2x-5

Allerdings hat die Gerade bei der vorliegenden Parametrisierung das Loch Q(O | —5) .

Beispiel 6: Parameterdarstellung fur eine Strecke

Gegeben ist die Strecke von A(1]|4) bis B(5]2).
In der Vektorrechnung hat eine Gerade diese Gleichungsform:

X =a+t-i, den Richtungsvektor i berechnet man so:

oo --a3)- (4%

Die Geradengleichung, die im Grunde eine Berechnungsformel fur die

Ortsvektoren der Punkte auf der Geraden (AB) ist, lautet dann

3+

2t

@y

=4

oy

A el

X 1 4 X 1+ 4t X(t) =1+ 4t
= t bzw. = oder .
(yj (4) * (—2) 2w (yj (4 - 2tj {y(t) —4- Zt}
Da hier nur die Strecke AB in Frage kommt, schrankt man

tauf te[0;1] ein.

Rechts: Dies sind dann die gesuchten Koordinatenfunktionen

fur die gegebene Strecke.

x(t)=1+4t
fiir te[0;1]

4.

y(t)=4-2t
3..

fur t € [0;1]
2..

A And

Friedrich Buckel
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Beispiel 7:

Kreisgleichung parametrisieren

Es gibt Gleichungen von Kurven, die nicht Schaubild einer Funktion sein kénnen.

Bekanntestes Beispiel ist die Kreisgleichung x* +y* =16

Durch Umstellen nach y? erhalt man y>=16-x" bzw. y=+y16-X?
Es gibt also zwei Ersatzfunktionen: f,(x)=v16-x* und f,(x)=-V16-x*

f; hat als Schaubild den oberen Halbkreis und f, den unteren Halbkreis.

Will man diese Gleichung parametrisieren, bringt die Wahl x =t nicht viel Vorteil, weil dann

y = +4/16 — t* nicht anders aussieht. Das &ndert sich, wenn man so vorgeht:

X(t)=4-cos(t) und y(t)=4-sin(t) fir te[0;2n]

Man schliefdt t = 2n aus, weil man dann schon wieder bei t = 0 angekommen ist!

Setzt man beides in die Kreisgleichung ein, folgt:

16-cos” (t)+16-sin® (t) =16 [ cos’ () +sin® (t) | =16 -1=16

Dies funktioniert, weil es den ,trigonometrischen Pythagoras® gibt: sin®(t)+cos®(t) =1 .

d. h. P(4-cos(t)|4-sin(t)) istein Punkt dieses Kreises.

Aufgabe 1

Aufgabe 2

Aufgabe 3

Aufgabe 4

Aufgabe 5

a)
<)

Aufgabe 6

Beurteile, ob die folgenden vier Parameterdarstellungen zur gleichen

Kurvengleichung fuhren:

a) Xx=t y=t b) x=t*, y=t* c) X=-t, y=-t

d) x:$, y:% e) x =sin(t), y=sin(t).

Wie werden die Kurven mit wachsendem t durchlaufen?
Warum ist x =+/t—2, y =+/1-t keine Parameterdarstellung einer Kurve?

Warum stellt x = 4t>, y =1+t zwar eine algebraische Kurve, nicht aber eine

Funktion dar?

Welchen maximalen Definitionsbereich hat die durch x=+vt+2, y=+/2-t

dargestellte Funktion?

Berechne zu den folgenden Kurven eine Gleichung der Form F(x,y) =0:
VI a b

=t s b = ’ = y
X y )X cos(t) Y sin(t)
x:t%, y=1-t d  x=a-cos’(t), y=a-sin*(t)

Die durch die Gleichung y* = x* definierte Kurve heiRt Neilsche Parabel.
Gib eine Parameterdarstellung x = g(t), y =h(t) dafiir an, bei der g und h

ganzrationale Funktionen sind.

Die Lésungen der Aufgaben stehen auf der nachsten Seite.

Friedrich Buckel
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a) Xx=t y=t b)

e) x =sin(t), y=sin(t).

x=t y=t

L6ésung Aufgabe 1

c)

X=-t y=-t

Alle finf Parameterdarstellungen passen zur Gleichung y = x, die eine Geradengleichung ist.

Die Unterschiede sind jedoch:

Legt man t e R zugrunde, dann wird diese Gerade unterschiedlich durchlaufen.

Bei a) von links unten nach rechts oben. Bei b) wird nur noch eine Halbgerade dargestellt, weil

t? nicht negativ werden kann. Diese wird aber dann doppelt durchlaufen! Bei c) erhalt man wieder die

ganze Gerade, nur wird sie von rechts oben nach links unten durchlaufen, entgegengesetzt zu a).

d)

Jetzt wird nicht mehr die ganze Gerade dargestellt, denn x = % wird fUr kein t Null. Also erhalt

man eine ,punktierte Gerade", der Ursprung fehlt. Man achte auf den Maf3stab der Abbildung. Lauft t

von —oo gegen 0, dann gleitet der zugehdrende Kurvenpunkt ab dem Ursprung nach unten links ins

Unendliche. Ab t = 0 bis gegen Unendlich kommt er dann wieder von rechts oben herein und lauft

quasi ,asymptotisch” auf den Ursprung zu, den er nicht erreicht.

Bei (e) wird schlief3lich nur die Strecke AB dargestellt. Der laufende Kurvenpunkt fihrt auf ihr eine

harmonische Schwingung aus. Er durchlauft die Strecke genau einmal von A nach B, wenn t die

Werte von —1n bis +27 einnimmt. Wenn man t von 0 bis 2n gehen lasst, schwingt der Kurvenpunkt

vom Ursprung nach B, dann zuriick nach A und wieder in den Ursprung.

—-

A
Y

1P(-1)2P(1)
P(0)

P(-2)2P(2)

L A

(d)

r s

2071

101
P(2

Y

P(0,5)

/
i
P{1)%~

P(S), +

X

0

1

20 -10

SOXRCOT

4

»
P(-0.5)

P(-2)

-20+

10 20

>
L

L6ésung Aufgabe 2

Warum ist x =+t-2, y=+/1-t keine Parameterdarstellung einer Kurve?

Die Definitionsbereiche der t-Funktionen sind:

Beixgilt t>2 also D, =[2; [, beiygilt 1-t>0 < t<lalso D,=]-w;1].

Da ihre Schnittmenge leer ist, gibt es keine Werte fir t, die fiir x und y verwendbar sind..

Losung Aufgabe 3

Warum stellt x = 4t°>, y =1+t zwar eine algebraische Kurve, nicht aber eine Funktion dar?

Weil die Zuordnung nicht mehr eindeutig ist.

Beispiel:

Also gibt es diese Zuordnungen:

x(+x1)=4,y(1)=2y(-1)=0.

4 —2(A)und 4 - 0(B). Dies ist bei einer Funktion nicht mdglich.

b

Friedrich Buckel
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[ Losung Aufgabe 4 J

Welchen maximalen Definitionsbereich hat die durch x=+t+2, y=+2-t dargestellte Funktion?

Zuerst der Definitionsbereich fir x: t2-2 < D, = [—2 : oo[.
Dann der Definitionsbereich fur y: 2-t20 & t<2 < D=]-x;2]
Die Schnittmenge ist also. D, =[-2;2].

Das ergibt fur x(t) die ,Wertmenge* W, =[0;2], denn x(-2)= J0 =0 und x(2) = Ja=2.

Damit ist der Definitionsbereich fiir die Funktion f:x —>y W, =[0;2]. Ty
Ubrigens handelt es sich um diese Funktion: 21
X=+t+2 = t=x*-2 = y=f(x)=,2-(x*-2)=v4-x> o
(x)=y2=(x* -2) | y
Das Schaubild ist ein Viertelkreis. Das erkennt man auch so: 0 1 2

X +y’ =t+2+2-t=4 < x*+y’=4 (Kreisgleichung).

Die Einschrankung auf den Definitionsbereich [0 ; 2] kommt durch die Wurzeln der Parameterform.

Losung Aufgabe 5
Berechne zu den folgenden Kurven eine Gleichung der Form F(x,y)=0:

a) x=t, y=t" = x'=t? und y’*=t* = x*=y° bzw.

2 2
b) X:coz(t)' y:sin(t) = cos(t):%,sin(t):g = cos’(t)+sin’*(t)=1 = %4—%:1
bzw. bruchfrei: a’y? +b*x* —x’y* =0
c) X:t%' y=1-t = t=1-y = Xx= x-(1-y) -2=0

(1-y)
d) x=a-cos’(t), y=a-sin’(t) < x+y:a-(cosz(t)+sin2(t)) = & x+y-a=0
Das ist eine Geradengleichung. Doch durch die Parameterdarstellung ist x eingeschrankt auf

das Intervall 0 bis a (in der Abb. Ist a = 2), also stellt die Gleichung eine Strecke dar.

@ v 1y o || 1 Ty
4t M| 41 (©) 34
3..
101 21 2 (@)
ZAA
L ‘_’_'__‘___,_.__X: 1+
1 > 0 2 | 4|6 |
X X
| | | ¥ | 2 ‘ —
=3 o 1 3 7| of 5 6 15 ol |[1.]2 | 3
Lésung Aufgabe 6 y
4..
Die durch die Gleichung y* = x* definierte Kurve heif3t Neilsche Parabel. Gib eine 2
Parameterdarstellung x = g(t), y =h(t) dafir an, bei der g und h ganzrationale X
0 2 4
Funktionen sind: x=t2 = y?= (tz)3 =t* o y=*t El

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.3 Polarkoordinaten

Man kann fur Punkte statt der kartesischen Koordinaten auch Polarkoordinaten angeben. Darunter

versteht man die Grofzen r (Abstand vom Ursprung) und ¢ (gelesen ,phi“, Winkel gegen die positive

x-Achse): A(r =5] 36, 90) . Dieser kann im Gradmalf3 oder im Bogenmal angegeben werden.

Beziehungen zwischen kartesischen und Polarkoordinaten:

-

(1) Kartesische Koordinaten aus Polarkoordinaten berechnen:
« y
cos(p)== = 5
r
. y 4 A(4|3)
sin(¢) = . = A(r=5|p=36,9°)
(2) Polarkoordinaten aus kartesischen Koordinaten berechnen:

~

y

tanp== =
X

¢ = arctan (Xj
X

Qinweis: Es gilt selbstverstandlich: r>0 undoft ge[ 0;360° [

4
Beispiele: _.5..v_
. _ P3I-4) & o Vs
a)  Der Punkt P(-3|4) hat diese Polarkoordinaten: _
4 ' (¢ =126,9°
r= J(—S)z +4? =425=5 und ¢= arctan_—3 ~126,9 ° e
Taschenrechner liefern hier meistens \J
einen negativen Winkel. tant —= R R o e o 5 *
Durch Addition von 180° -53.13010235 Al
erhalt man den gesuchten Wert. 180+Ans . e698976
b) Welche kartesischen Koordinaten hat ein Punkt Q mit den S
e 5
Polarkoordinaten r = 5,4 und ¢ = 260° ? ;
%
x =5,4.cos(260° ) ~-0,94 und :
—54.si o)~ — 5.4 260
y =5,4-sin(260%) ~ -5,32 . 4:“;5 -0,9877001594 9=260°
. . sin
Ergebnis  Q(-0,94|-5,32) °5.317961868 : 4 :
5 -4 3 -2 1 1 2 3 4
_1.
2
-3
s
Aufgabe 7 T c?;(5"}94|-5.32)

a)  Berechne die Polarkoordinaten zu A(-4|-2) und B(8]-2)

b)  Berechne die kartesischen Koordinaten zu C(r =12| 900) und D(r=7,3] 2130)

Ldsung auf der nachsten Seite.

Friedrich Buckel
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Losung Aufgabe 7:

a) Berechnung der Polarkoordinaten:

A(-4]-2): r=+16+4 =420,

tan-!
Ans+180

26.56505
206.5650

¢ = arctan (_—jj = arctan (%) ~ 26,565°

Fur den 3. Quadranten muss man allerdings 180° dazu addieren: ¢ ~ 206,565°

B(8]-2): r=+64+4=168,

Fir den 4. Quadranten muss man hier so rechnen:
¢ =360° —14,036° ~ 345,964°

@ = arctan [%2) = arctan (—%) ~165,964°

tan-l (-.25)
-14.0362434
Ans+360
345,963756

b) Berechnung der kartesischen Koordinaten aus diesen Polarkoordinaten:

C(r=12]90°):

D(r=73|213°)

Zu Aufgabe 7a.

X =r«cos(<p)=12«cos(90°)=12«0=0
y =r-sin(¢)=12-sin(90°)=12.-1=12
Ergebnis: C(0]12)
x=r-cos(¢)=7,3- cos(213°) ~ -6,122
y=r-sin(¢) = 7,3'sin(213°) =-3,976
Ergebnis: D(-6,122|-3,976)

7.3Xecos 213
-6.12229514
7.3%xsin 213

Zu Aufgabe 7b.

7

C(0]12)

101

—-

4 5 [ 7 -]

2 | 3

y

- B(8]-2 -IS ‘.5 :4 -:2 -0

aas - BEI) 2l
// r=7,3

44

D(-6,122|-3,976)
_6 L

14

Friedrich Bucke
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1.4  Kurvengleichungen mit Polarkoordinaten y

Fir Kurven, die sich um den Ursprung ,herumwickeln* wie Kreis, /i)
Ellipse, Spiralen und viele andere bietet sich die Darstellung / - ;
durch Polarkoordinaten an. Diese sehen dann z. B. so aus:
Beispiel 8: r=2-¢

Die Kurve heif3t Archimedische Spirale.

Siehe Spezialtext 54135.

Man kann genau wie bei den kartesischen Koordinatengleichungen eine

Wertetafel erstellen.

Die erste Spalte enthalt den Winkel ¢ im Bogenmaf in Schritten von £ n,

was 30° entspricht. Die zweite Spalte enthalt den zugehdrenden Radius.

Die Archimedische Spirale hat auch eine Parametergleichung:

x(¢@)=r-cos(9)=2-¢-cos(¢)
y((p) = r-sin((p) = 2~(p-Sin((p)

Dazu noch eine Abbildung mit anderem Maf3stab und dem Polarkoordinatennetz:
(MatheGrafix)

0.

/6 1.0472
2*m/6 2.0944
/2 3.14159
4*1t/6 4.18879
5*m/6 5.23599
T 6.28319
7*m/6 7.33038
8*m/6 8.37758
3*m/2 9.42478
10*1/6 10.472
11*1/6 11.5192
2% 12.5664

Friedrich Buckel
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Beispiel 8: r=1+cos(p) mit 0<p<2r. ¥, 0. 5

/6 1.86603

Die Kurve heif3t Kardioide 1 | - 2*11/6 1.5

und wird im Text 54112 ausfiihrlich untersucht. X |2 10

> | 41/6 0.5

A y 5%m/6 | 0.133975

L 0.

r = 1+sin(o) 7*m/6 | 0.133975

8*T/6 0.5

Das ist auch eine 3%r/2 1.

Kardioide X 10*n/6 1.5

> 11*m/6 | 1.86603

i 21 2.
Beispiel 9 r=e””  gcf0;m] r=e"
Das sind logarithmische Spiralen: =

Siehe Spezialtext 54135

Beispiel 10:  r=cos?(¢)
Diese Kurve ist eine Lemniskate:
Sie wird im Text 54120 behandelt.

A Bl

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Transformation von Kurvengleichungen

2.1 Parametergleichung = algebraische Gleichung

¥

Gegebenist x(t)=2t+4 und y=1-t fir teR. s

t=-3

TN
Aus x=2t+4 folgt 2t=x-4 = t=1x-2 \m«]m{\
t=-1
Einsetzenin y=1-t = y=1-(ix-2) = y=-ix+3 ; SEN_t-0
PAITIN =1

Wer Vektorrechnung kennt, dem sollte dies alles bekannt T A9 13 3 4 sqejodl b 9 :
=2

vorkommen. Die beiden Parametergleichungen sehen in i
Vektorschreibweise so aus: =2

RN

X(t)= (2;::1] bzw. X = Gj +t- (_le T,

Gegebenist: x(t)=t*~4 und y=t*+2 fir teR] o]
Jetzt eliminiert man t*: 9
t?=x+4 = y=(x+4)+2 & y=x+6
Achtung: Wegen x = t*> — 4 ist -4 der kleinste x-Wert, den
die Kurve annehmen kann. Es liegt eine Halbgerade vor.
Der Endpunkt der Halbgeraden ist E(-4 | 2) . Fiir negative

t-Werte wird die Kurve ein zweites Mal durchlaufen.

t=3
114 S(5/11

X |

. . 1+t 1+1-
Einsetzenin y = ——: = = =(2-1).x=2x-1
Y 1o Y 1-1+4% 1 ( )

Auch hier kann nicht jede Zahl x berechnet werden. Um dies herauszufinden sollte man, wie

bei einer gebrochen rationalen Funktion tblich, den Grenzwert fir t — o« berechnen:
1

limx(t) = Iimi =lim— = g __ 0 Also wird x =0 durch kein t erreichbar.

t—>w tawl_t l*)oo%_l O_l

Also liegt eine punktierte Gerade vor: y =f(x)=2x-1 ohne P(0]-1).

Gegeben: x(t)=L und y(t)=ﬂf[]r te R\ {0}
1-t 1-t
Aus x:L = (I-t)x=t = x-tx=t = x=t+tx = t(l+x)=x = f=—2_
1-t X+1

X X+1+Xx 2x+1

1+
Einsetzen in yzﬁ: y=—2X+1__x+1 _ x+1 :2X+1-M:2x+1
1-t X X+1-x 1 x1 1
X+1 X+1 X+1
) ot 1 , . )
limx(t) =lim— = lims—=——=-1 Also wird x = -1 nicht erreicht.
t—w t—)ool_t t—>aoT_1 0_1

Ergebnis:: y=f(x)=2x+1 ohne x=-1 ist eine punktierte Gerade mit dem Loch L(-1|-1)

Friedrich Buckel
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Gegeben ist: x=a-cos’(t), y=a-sin®(t) fir te[0;2n] Man berechnet:
A
x+y=a-(cos’(t)+sin*(t)) <« & y=-x+a y
4..
Das ist zwar die Gleichung einer Geraden, doch da sin®(t) t=n/2
und cos®(t) nur Werte aus dem Intervall [0 ;1] ergeben, 313
gilt xe[0;a] und ebenso y €[0;a]. Also liegt nur eine Strecke 271 t=n/4
VOr. : Q(1,5/1,5)
Die Abbildung verwendeta=3: y=-Xx+3. t=0n
Man erkennt, dass man fiir die Strecke nur t e [O : %n] benétigt. 0 - T “{3@—"
Fir te [%n : n] wird die Strecke von oben nach unten
durchlaufen usw.
@ Gegeben ist: x=a-cos’(t), y=b-sin?(t) fir t<[0;2n[ a, b nicht beide 0.
Man berechnet:
5+X:cosz(t)+sin2(t):1 o X+Y¥-1 o bxray=ab
a b b
b
Ista=0, folgt: y=——x+b
a
Ista=0, folgt: bx=0 Ist jetzt b = 0, dann folgt x =0 (y-Achse)
Also erhéalt man wegen des auf [O ; -a] beschrankten Definitionsbereichs wieder eine Strecke.
3
Gegebenist x=2t und y=-t*+4 firteR. S
ot . =- t=0 N\ 4=t
Man stellt um: t=2x und setzt ein: B(-213) 3+ c@i)
y=-1x*+4 (Parabel). 51
1;.
Die Tiefpunkte einer Funktionenschar ergeben =2 t=2
A(-410)— +——D(4/0)
. 1 1 q " eg =2 1l 50 1 2 3
sich zu T[ﬂt—zj fir te R\{0}. )
Ermittle die Ortskurve dieser Tiefpunkte.
Diese Aufgabe kann man auch so formulieren:
Eine Kurve ist gegeben durch  x(t) =% und y(t)= tiz :
Wie lautet die explizite Gleichung dieser Kurve in der Form y = f(x) ?
Aus X :% folgt t:1 Setzt man dasin y :t_i ein, erhalt man y = 11)2 = % =x?
X 1 2
X X

Gibt es eine Einschrénkung fir den Definitionsbereich?

Man erkennt:

Ergebnis:

y =f(x)=x* ohnex =0, also punktierte Parabel.

Fur Parabeln wird noch ein Spezialtext erstellt (54050)

!im x(t) = !im% =0, der Parabelpunkt fiir x = 0 wird nicht erfasst.

Friedrich Buckel
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=t +

. XxX=t+1
@ Gegeben: {y 1}

Aus der 1. Zeile folgt t=x-1, in die 2. Zeile eingesetzt: y =(x —1)2 +1
bzw. y=x"-2x+2 oder x*-2x+2-y=0. Parabel.

Gegebenist x=4t*, y=1+t firteR. y

2..
t=y-1, einsetzen: x=4-(y —1)2. Lost man nach y auf, folgt 1_/

y_]_:i/%x = y:li%\/;. ,\__‘ X

Die Kurve ist eine nach rechts gedffnete Parabel.

X(t)=1-2%-cos®*(t) und y(t)=3-cos(t) fiur te[0;n] N
y?=9-cos’(t) = cos®(t)=21y? 31 %P(0,53)
Einsetzen: x=1-1.1y? "
y? Q(0,8273|1,763)
bzw. X+=—=1 t=03n
18 14
oder: y? =18-(1-x) (* X
+ R 0 -
y = £3,/2(1-x) ‘1 0 A
Die Kurve ist der rechts dargestellte (Parabel-)Bogen, der fiir t von 0 &

. _ . . .. . 5(0,8273]-1,763)
bis t = n einmal durchlaufen wird. Fir t von = bis 2n 21 e
durchlauft der Kurvenpunkt den Bogen von unten nach oben usw. 34 d7(0,51-3) ten
Auch hier umfasst der durch die Parametergleichungen dargestellte

Bogen nur ein Teilstlick der ganzen Parabel von (*).

Gegeben:  x(t)=2-cosh(t)-3 und y(t)=3-sinh*(t)+2 fir teR

@

(x ) -(y-2)=3 T 4 4 3 2 49

(x+3)"-3=(y-2)

I[N

cosh(t) = X+3 ind sinh? (t) = y=2 f
2 3
Eingesetzt in den ,hyperbolischen Pythagoras*: ;
cosh?(t)—sinh?(t) =1 ;
2 2
(x+3) _y_2:1| 3 1
4 3 ]

y=3(x+ 3)2 -1 mitdem Scheitel S(-3|-1)

Oder y=32x*+ix+2

Man erkennt, dass y(t) > 2 ist, deshalb liefert die Parameterdarstellung nur einen

Parabelbogen, der in P(—1| 2) endet, wahrend die algebraische Gleichung die ganze Parabel

darstellt.

Friedrich Buckel
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Gegeben:  x(t)=4-cos(t) und y(t)=4-sin(t) fir te[0;2n]
Loésung: Man wendet folgenden Trick an:
x*+y® =16-cos’ t+16-sin’t =16 (cos’t+sin’t) = x*+y’ =16
-
=1
Die dargestellte Kurve ist der Kreis um den t—%‘ijn
Ursprung mit Radius 4. R(0]4) b0 1
t=E'/75n 31 Q(2,3513,236)

Diese Kurve gehdrt nicht zu einer Funktion. 5(-2,828/2,828) ’ r
Man nennt das Gleichungssystem 21

x(t)=4-cost und y(t)=4-sint 14
dann eine Relation. T(419) | | FO X

_ o BT 1 3 =0
Der Grund: Die Zuordnung X — y ist nicht t=n .
mehr eindeutig.
24
U(-2,828|-2,828) W(2,828)-2,828)
t=1,25n 31 t=1,75n
V(0]-4)
Nun allgemein:
- - r-cos(t) . _
Gegeben ist: X(t) = , mit te[0; 2n|
r-sin(t)
Einsetzen in: x* +y? =17 -cos® (t)+ 17 -sin® (t) =r* - (cos’ (t) + sin® (1)) = r?

Denn bekanntlich ist sin(t)+cos?(t) =1

Ergebnis: X“+y Ursprungskreis mit den Radius r.

Gegeben ist: x(t)=5-cos(t)-3 und y(t)=5-sin(t)+2 fir te[0;2x]
Aus x+3=5-cost und y—2=5-sint wird durch Quadrieren und

Addieren: (x+ 3)2 =25.cos’t
und (y—2)2 =25.sin’t

(x+3)" +(y-2) = 25-(cos® t+sin’t)
[N —
=1

Erg.: (x+3)2 +(y—2)2 =25 Kreis um M(-3]2) mit Radius 5.

Friedrich Buckel
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Gegeben:

X y
Aus = d ¥
us 2 cos(¢) un 3
X2
E:cosz(cp)
2
und y—:sinz(cp)
9
X y_:1
6 9

1
Ellipse um M(0]0)

Abb.: Darstellung dieser Ellipse
mit MatheGrafix 10

Gegeben ist:

Jetzt wird man nicht eliminieren, sondern so rechnen:

2 2

y
a> b

2

x

Ergebnis: y

Man isoliert sin(t) und cos(t):

Einsetzen in den trigonometrischen Pythagoras  sin”(t)+cos®(t) =1:

Ly-2)

2
Ergebnis: (X+ 3)

cos(t) = X—era und sin(t)=

mita=4und b =3.

%(t) = [a-cgs(t)

b-sin(t)

= =cos”(t) +sin’(t)

x(p)=4-cos(p) und y(¢)=3:sin(e) fir ¢e[0;2r]

=sin(¢) folgt durch Quadrieren und Addieren:

—
s 0 & A 0 & & % » ||
Do et bort e Tabete Beat Dreteny e ot | |
1
£ [1H tw) = 4conte) E|
= viw) = P sin{m) «| A
. ’ Ao vy
Bop | e e | o | e || ot
e MR I3 2 )
Boni| alz|a] L] s | e | b | o | ooy
! v A5 6] F| e | | matrag | e | Y
© 0] 9] 0] ke | g b | | <5
L= I 2 O T B T e
"1_!.|:J o | | | o =
bt M T I I B T E —-a-l i
v — T
pem O T mr wie [=—— 3]
5. A o] a0
unizcngn Fynnae peacng |me i L] 1wy

—

e

Bl de  _OEwEe] ;e

2]

alh e

2
b=3
1
| a=4 ¥
s % 3 2 10 1 2 3
-1
-2
_.——""IJ

=TI
)= i) | piwh = 3] (3,008

algix

j mit te[0;2n|

1

b =1, Ellipse um den Ursprung.

x(t)=2-cos(t)-3 und y(t)=3:-sin(t)+2 fiur te[0;n]

y—-2

4

Berechnung einiger Punkte:

t=0: x(0)=2-cos(0
t=1n: X(4m)=2-cos(
t=m: x(n)=2-cos(n
t=-2rn: x(&rn)=2-cos(%

)-
)-

3=
7)-3
3=
r)-3

9

y(0)=3-sin(0)+2=2

=-3  y($n)=3-sin({m)+2
y(n)=3-sin(n)+2=2

-3 y(&n)=3-sin(in)+2

=1 Halbellipse um M(-3]2).

I
Polarkoordinaten : P(n|2}

5
4
3
P(n) °M PO)S 2

-

¥c

P(0)=(-112)

5 P(in)=(-3]5)
P(r)=(-512)

=1 P(3n)= (311

Die untere (rote) Halbellipse wird vom Definitionsbereich t e [O ; n] nicht mehr erfasst.

Sie gehért zu t e [n; 2x].

x(t)=3-cos(t)+2-sin(t) und y(t)=2-cos(t)+6-sin(t)

Dies ergibt eine schrag liegende Ellipse. te[0;2r]

Sie hat diese Gleichung: 40x* —36xy +13y* =196 .

Am Produkt xy erkennt man die Schraglage.

¥

T e

Friedrich Buckel
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Wie man auf diese Gleichung kommt, und wie man die Lage der

Ellipse aus der Gleichung berechnet, sprengt diesen Text.

Diese Spezialaufgabe verwendet die hyperbolischen Funktionen.

x(t)=3-cosh(t) und y(t)=2-sinh(t) fir teR

Fur die gilt die Beziehung cosh?(t)—sinh®(t) =1
Diese Gleichung kann man verwenden und einsetzen:

Aus x =3-cosh (t) und y =2-sinh(t) folgt:

cosht:5 und sinht:X.
3 2
2 2

Dies ergibt: X ¥ _ 1
9 4

Das ist die Gleichung einer Hyperbel.
Zur Kurve gehort nur der rechte Ast der Hyperbel.

i(t):(ia'COSh(t)] mit teR

Gegeben ist: b-sinh(t)

Hier muss man wissen, dass fir diese hyperbolischen
cosh?(t)—sinh®(t) =1
2 2

z—z—z—z = cosh?(t)—sinh*(t) =1

Funktionen gilt:

Man rechnet daher

2

y

Ergebnis: Z 1 E

Gegebenist: x= a y = b

cos(t)’  sin(t)
a . b
Umstellen: cos(t)=;, S|n(t)=§ und
b? a?
einsetzen in sin’(t)+cos®(t) =1: —+—=1
y? X

Die Abbildung zeigt die Kurvenschar firb = a

von 1 bis 8: ,Kreuzkurven*.

Gegeben ist: X = %3 y=1-t
1 . 1
t=— einsetzen: y=1-—
3IX 3/X

Das ist insofern nicht korrekt, weil so fiir die Wurzel der
Definitionsbereich auf D =R"* eingeschrankt wird,
sodass man nur den roten, rechten Ast erhalt, wahrend

die Parametergleichungen die ganze Kurve ergeben.

1, Hyperbel um den Ursprung.

te ]O ;275[\{%,7:,%75}

rad

w

i
Y

Friedrich Buckel
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1
1-— fur x >0
3
Korrektist: y= \E
1+ —— fir x<0
I—x
. 2
. =1, =1-——
Gegeben ist: x(t)=2-In(t) und y(t)=1 1 e Y
Aus x =1-In(t) folgt In(t)=2x = t=e* 2% B R
. . 2 2 e +1-2 e*-1
Einsetzenin y=1-— = =1- = =
y t+1 y e”+1  e”+1 e™+1
. o (ezx _]_) e e e
Erweitern mite™: y=-——>—— d.h. y=————=tanh(x)
(e +1)-e™ e +e
Information: Dieser Bruchterm stellt die Funktion tanh(x) dar (Tangens hyperbolicus).

x(t)=a-cos’(t) und y(t)=a-sin’(t) fur te[0;2n]

1

0053(t):§ = cos(t):[gj3 und sin(t)z(X

a
Einsetzenin sin®(t)+cos®(t)=1 ergibt

2 2
3 3 2 2 2
Kij +(Xj =1 bzw. X3 +Yy3 =a3
a a

Rechts die Abbildung fir a = 4.
Diese Kurve heil3t Asteroide.
Sie wird im Text 54115 ausfuhrlich behandelt.

x(t) = 2-In(t) y(t):tz%l teR".

x=2-Int & (=In(t) < t =e*? einsetzen:

e></2

X

e -1

x\2 Xx.2 «
y= denn (ez) =x? =e

(B

)

Y

Der Definitionsbereich ist wegen In(t) te R*, und zusétzlich gilt t* 21 < t=+1
Also D =R\ {1}. Damitist x = 0 nicht im Definitionsbereich der e-Funktion.

x(t)=t> und y(t)=t*+2 fur teR.
t=¥x = y=3/§2+2

Besserist y=3/x? +2, weil dann der

ganze Definitionsbereich erfasst wird.

Diese Neilsche Parabel wird im Text

54145 besprochen.

Friedrich Buckel
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x(t)=v4-t* und y(t)—2t2+2.

T 243

2(4-x%)+2 _ -2x* +10
X2 +7

ol

Definitionsbereich: Firx muss gelten 4-t*>0 < t?<4 o |f<2.

_2x*-10
x> -7

X=v4-t? = 4-t?=x" = t?=4-%°

Doch weil t nur quadratisch auftritt, reicht te [0 ; 2] . AuBerdem ist x >0 (linke Abb.)

Die gebrochen rationale Funktion hat dagegen D = R\{iﬁ} (rechte Abb.)

F

5+

4+

Y
¥

p

]

5+

¥y

x(t) = Jt+5, y(t)= J5-t

Fur x(t) git t+5>0 < t>-5
Fur y(t) git 5-t>0 < t<5

Also gilt te[-5;5]

Ich berechne:

x> +y*=t+5+5-t < x*+y’=10
Die Parameterdarstellung erlaubt aber nur x,y >0,
stellt also nur den Viertelkreis dar!

x(t)=t und y(t)=t-2¢ fir teR.

Aus X = t?

=

= t=+x. Setzt mandasin 05+

y=t—-3t =1t(4-t*) ein, erhalt man furden  fno

einen Kurvenbogen (mit den positiven t-Werten) | -o,5¢
diese Kurvengleichungen (2 Teilfunktionen):

y =5 Fixx oder y=#ix:(4-x)

P(-1)

Quadriert man, erhélt man eine Gleichung

fir die ganze Kurve:

y2
Mehr Uber diese Kurve steht im Text 54011 Seite 48 ff.

%X (4-x)

Friedrich Buckel
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Lissajous-Figuren (Siehe Text 54170) haben z. B. diese Gleichungen:
X(t) =2-sin(¢) und y(t)=2-sin(2¢) fir ¢<[0;2n] also x,y €[-2;2]

Man bendtigt jetzt trigonometrische Umformungen:

Y

S|n(2(|)) = 2-Sin((p)~COS((p) und Sinz((p)-l-COSZ ((P) :1, f,() Y Lissajous-Figur
! | £ ! .2.. 1 ,_\.‘ |
also cos(¢) = +,/1-sin’(¢) . Damit folgt: / \
/
y(t)=4-sin(¢)-cos(¢) =+4-sin(¢)-1-sin*(¢) . /] 1 X

T
1
S

: :
-

X
Andererseits ist Slﬂ((p) rh Dann folgt durch Einsetzen:

\
y=14.— 1fl———+2 —+2x —\/ -x* =#x-N4-x%? ' f\&)/ 2T

Ergebnis: y= +x

Durch Quadrieren erhalt man: y? =x*-(4-x*) < y* =4x* -x*

x(t) =2-sin(¢@) und y(t)=2-sin(2¢p—%) fir ¢e[0;2x] also x,y e[-2;2]

Jetzt wird diese Gleichung benétigt:  sin(a. —B) = sin(a)-cos(B)—sin(B)-cos(a):

y(t) =2-sin(20—%) =2-sin(2¢)- w 22 sm(2) cos(2¢)

Wissen:  cos(%)=0, sin(%)=1, sin(2¢)=2-sin(e)-cos(e) und
cos(2¢) = cos’ (¢) —sin’ (¢) = (1-sin’ () —sin? (¢) = 1-2-sin* (¢).
y(t)=-2-(1-2-sin*(¢)) = -2 +4-sin*(¢)

Nun ersetzt man sin(¢)==: y=4-=—-2 < y=x*-2

X 4
4

N | X

Diese Lissajous-Kurve ist ein Parabelbogen, B | | A
auf dem der Kurvenpunkt hin und her

schwingt.

Lissa}olus—Figur 2
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2.2 Algebraische Gleichung = Parametergleichung

Liegt die Gleichung einer Kurve K in expliziter Form y = f(x) vor, dann kann man leicht eine

bt}

Liegt die Gleichung nicht in expliziter Form vor, dann ist es nur in besonderen Fallen mdéglich, eine

Parametergleichung dazu angeben:

Parameterdarstellung zu finden. Manche gelingen nur mit komplizierten Tricks. T

Parabel 24

(1) Gegeben ist die Parabel y? = 4x.

¥ =

Loni ~ |
[
[N]
w

Setz man x = t2|.
erhalt man y2=4.? = y=2t.

Die L6sung y = -2t bendtigt man nicht, wenn t auch negativ werden kann.

Ergebnis: {X(t) e }

y(t)=2t
P 2 _
(2) Gegebenist: y = x;l
t
Setzt man = x=t'+1
erhalt man y? =17, was man durch y =t realisieren kann.

_ 2
Parametergleichungen: {X_t +1}

(3) Gegeben ist y? =4(x-1) Scheitelform hergestellt, mit S(1]0).

t
Setzt man m = x=t*+1

erhalt man y? =4-t*, was mandurch y =2t realisieren kann.
o X =1t +
Ergebnis: {y % }
(4) Gegeben ist (y- 2)2 =—6(x+3) Scheitel: S(-3]|2), nach links gedffnet.
Setzt man ~(x+3)=t*| = x=-t*-3
ergibt das: (y- 2)2 = 6t?, was man durch y -2 =+/6 -t realisieren kann.
. X =-t*-3
Ergebnis:
(5)  Fir einen Kreis X?+y? =r> wahltman  x(t)=r-cos(t), y(t)=r-sin(t)
X2 y2
(6)  Fiir eine Ellipse ¥+b—2:1: x(t)=a-cos(t), y(t)=h-sin(t)
X2 y2
(7)  Fir eine Hyperbel: g—b—2=1: x(t)=a-cosh(t), y(t)=b-sinh(t)
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(8) Kartesische Blatt: Algebraische Gleichung: x®+y® -3xy =0
Parametergleichungen x(t)= 3t ind y(t)= 3t fir teR.
1+t 1+1°

Es ist sehr schwer, eine dieser Gleichungen aus der anderen herzuleiten, wenn man nicht weif3,
wie man ansetzen muss. Man kann aber durch Einsetzen die Richtigkeit beweisen:
27t 27t° 3t 3 (1+0
x® +y® —3xy = + -3 ( )—

(1) (1ee) (1+8) (+8)(2e1)

Hier war es naheliegend, das zu 3xy gehorende Bruchprodukt mit (1+t°) zu erweitern, damit alle

Terme denselben Nenner haben. Im Zahler erhalt man dann -27t% — 27t°, sodass man

insgesamt 0 erhalt.
sin(¢)-cos(o)

Es gibt auBerdem diese Polarkoordinatengleichung: r=3—
sin® () +cos’ (¢) ’

was im Abschnitt 4 bewiesen wird.

sin(¢)-cos? (o)
sin® () +cos® (o)
sin”(¢)-cos(¢)
sin® (¢) +cos’ (o)

(6) Die Gleichung x® —y® +3y =0 heiRt ,implizit*, weil sie nicht nach x oder y aufgeldst ist.

Daraus kann man folgern: x=r-cos(¢) = x=3

y=r-sin(p) = x=3

Fur eine Parametrisierung stelle ich die Gleichung nach x um.

Dazu muss man folgenden Hintergrund kennen: Welche Losung hat die Gleichung x° = a?
———> Ista>0,danngilt x=3%a, istabera <0, dann gilt x =-3 la

Man muss also den Definitionsbereich fiir x> ermitteln, d.h.: Wo ist y* -3y >0

Dazu erstelle ich eine Vorzeichentabelle -3 0 J3 y
fur den Term R=y-(y’-3) y _ — 0 =+ 4
Ergebnis: y’-3 + O - - O +
Fir te[ V3,0 [U[V3;= [ istR>0. R B + B +

Dann ist x = ¥t° -3t

Fir te | -;-V3[U]0;43[ istR<0. o
-~
P

. H(1,732
Dann ist x = —¥/—t* + 3t _#Cwerte

€)

Zur Abbildung: Die Zahlen hinter den Punkten sind die
zugehorenden t-Werte. Man erkennt, dass fir t von —oo
bis « die Kurve von links unten bis rechts oben
durchlaufen wird.

Siehe auch Text 41105 Seite 19 fur Ableitungen.

Je -3t fur te[—ﬁ;oJu[\E;w[
-t +3t fur te]—oo;—@[uJO;\E[

Ergebnis:  y(t)=t und x(t)=
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2.3 Algebraische Gleichung = Polarkoordinatenform

Fur manche Umformungen geniigt es, wenn man die Formeln fur die Umrechnung der

Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten fiir x und y einsetzt: x =r-cos(¢), y =r-sin(¢)

¥

(1) y®=4x Einsetzen der Umrechnungsgleichungen:

PEE SN AN BE

ergibt: r’-sin’(¢)=4-r-cos(o) | or
r-sin?(¢) =4-cos(o) 2
r _ 4 . Coi((p) :3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1w 1 12 13 14
sin’ (o)

(2) Fir das kartesische Blatt findet man diese /
algebraische Gleichung: x® +y® —3xy =0
Durch Einsetzen folgt:
r*-cos® (¢)+r° -sin® (¢) - 3r* -sin(¢) -cos(p) =0 | :r*
r-cos®(¢)+r-sin’(¢)—3-sin(¢)-cos(¢) =0 EIRIRIREE 3 =7 SSs XE TRIEA BN
r-(cos® (¢)+sin’ (¢))-3-sin(¢)-cos(¢p) =0

5 sin(¢)-cos(o) 3
- cos® () +sin’ (o) j

Mehr zu dieser Kurve im Text 54011 Seite 15
und Text 54150

(3) Furdie Zissoide gilt: X*+Xx-y*-a-y*=0 '
Siehe Text 54128.

et el | w e

Durch Einsetzen folgt:

2

-cos® (@) +r-cos(¢)-r*-sin*(¢)—a-r’-sin*(¢)=0 |

cos’(¢)+r-cos(e)-sin’(¢)—a-sin’(¢) =0
r-cos(¢)-sin*(¢) =a-sin’(¢)-cos’(¢)

a-sin’(¢)—cos’(¢)

= cos(o)-sin®(o)

LR N

Drickt man alles durch COS((p) aus, folgt:
a.(l—cosz((p))—cosz((p) a-a-cos? (¢)-cos?(
1-

P
cos((p)~(1—COSZ(q>)) cos(¢)- ( cos® (¢ ))

_ a—(a+1)-cos’(¢)
cos(¢)- (1 cos ((p))

)
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(4)

(6)

Die Konchoide hat die Gleichung: (x2 + yz)(x ~b)’ —a’x* =0 (Text54130)
Durch Einsetzen folgt:
(r* -cos? () +1* sin* (¢))(r -cos(¢) - b)2 ~a’-r*-cos’(9)=0
r? (0052 (9)+sin® ((p))(r -cos(¢) - b)2 —a’-r’.cos’(¢)=0 [:r
21
2 2 2 2 2 2

(r-cos(g)-b) -a?-cos’(¢)=0 <« (r-cos(g)-b) =a’-cos’(¢p) |
r-cos(¢)-b=+a-cos(¢p) < r-cos(¢)=b+a-cos(¢)

b+a-cos(¢) b
-— Y o

Erg.: = =
& ' cos(o) ' cos(¢)

ta

Die Strophoide hat die Gleichung y*(a—x)=x*(a+x) (Text54125)
Durch Einsetzen folgt:

/sinz((p)~(a—r~cos(<p)) ZYZ/-COSZ((p)-(a+I’~COS((p))

a-sin’(¢)—r-cos(g)-sin’ () —a-cos’ (o) —r-cos(¢)-cos’ (¢) =0

a-[sin® (¢) - cos’ (¢) |-r-cos(p)-[ sin® (¢) +cos®(¢)] =0

Wissen: [cos2 (9)—sin?(¢) = cos(20) ]

sin’(¢) +cos’(¢) =1

Also: —a-cos(2¢)-r-cos(p)=0
. 2
Ergebnis: r= —M 3)
cos(¢)
Konchoide Strophoide

Friedrich Buckel
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2.4 Polarkoordinatenform = algebraische Gleichung
(1) r—L < r-cos(p)=4 & x=4 [
cos(¢) o= -

)

®3)

Diese Gleichung stellt eine Gerade dar, und zwar eine Parallele

zur y-Achse. Wichtig ist nun der Definitionsbereich:

P T
i)

0 1 2 k}

n)~231 also P(4]2,31)

n)=4 also P(4]4)

n)~6,93 also P(4]6,93)

Fir 9e[0;4n [ erhalt man die obere Halbgerade
0=0 = r:£:4 = x=r-cos(0)=4-1=4, y=r-sin(0)=4-0=0 also A(4]0)
o=%inr = r= 4 _ 4 ~4,62 = x=4 y=462«sin(i
e cos(%n) Y ’ ' ®
4 .
=ig = r= ~566 = x=4, y=566-sin(1
P=ar cos(%n) %\/E y (:
4 4 .
=ir = r= =—=8 = x=4, y=8-sin(:
?=sT cos(%n) i Y 5
4

= cos(o)

Will man die ganze Gerade, muss man z.B. ¢ ] —irm;

o—>in = — o0, also auch y — o

r(¢)=a-sin(o) fir o e[ 0<180°] k0

¥ die Gleichung r=a- y
r r

Aus r =a-sin(¢) folgt mit sin(¢) =

AuRerdem gilt: x? +y? =r?, also erhalt man
x*+y*=a-y
x*+y*-a-y=0

2+(y2—a-y+l:|):0

<~

in [ verwenden.

2

rY=a-y

Ergénzung des QuadratS' Dazu wird a halbiert und dann quadriert:

el

X +(y-3) =1a®

Das ist die Gleichung eines Kreises um M(O|%a) mit dem Radius 1a.

Dieser Kreis geht auRerdem durch den Ursprung.

Die Kardioide kann diese Gleichung haben: r = 4(1+ COS((p)) 9e[0;2n] (Text54112)

COS((p)z?: r:4~(1+§j
(% = 4r + 4x

12 =2 +y?: X2 +y? = 4X% +y? +4x
(X2 +y?)-ax= 4% +y?

Quadrieren: (3 +y?) —8x-(x% +y?) + 16€ = 16()<Z+y)
(x*+y? ) 8x-(x* +y*)-16y* =0

Friedrich Buckel
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a
4 =
@ o) b-cos(¢)+c-sin(e)
Ich ersetze cos(p)=% und sin(¢p)=7: r=
Den Bruch mit r erweitern: r=

Das ist die Gleichung einer Geraden. Da aber die Wertemengen von Sinus und Kosinus

begrenzt sind, wird nicht die ganze Gerade erfasst. Dazu ein Beispiel:

Fira=c=1und b =-1 erhalt man daraus:

r(e)

-1
sin(¢)—cos(o)

Wir bestimmen zuerst den Definitionsbereich fiir r(¢):

Zunachst kann man sich fragen, welche Werte der Nenner annehmen kann.

1 1

Wir beginnen bei ¢=0 = r(0)

- sin(0)—cos(0) 1

und die Koordinatendarstellung —x+y=1 < y=x+1

Hier erkennt man, dass dies nicht méglich ist, denn fur Polarkoordinaten lautet die Grund-

Bedingung: r(¢)=>0.
MatheGrafix gibt dazu eine erste Auskunft:

Das ist der Verlauf der Nennerfunktion fir [0; 2x] .

Dazu kommt aber noch, dass es zwei Nullstellen

des Nenners gibt, die man ausschlieRen muss:
Wannist  sin(¢)-cos(¢)=07?

d. h. sin(p)=cos(¢) | :cos(¢)=0

tan(¢) =1

Also ¢ =+mnoder 2n. Dazu gibt es keine Geradenpunkte (die ,Kurve” ist eine Gerade!)

Beides sind Polstellen der Nennerfunktion, also gilt: ¢ ><n = r(¢)—> .

Man kann durch Rechnung bestéatigen, was die Abbildung zeigt:
Dazu berechne ich die Extremwerte der Nennerfunktion N(¢) = sin(¢)—cos(¢)

Ableitungen: N'(¢)=cos(¢)+sin(¢) und N"(¢)=-sin(¢)-cos(o).

Extremwertbedingung:

N'(9)=0 < cos(¢p)+sin(9)=0 < sin(¢)=-cos(¢) < tan(p)=-1

In [0; 2] sind das die Stellen ¢ =37 und ¢ =Zx.
Kontrolle:  N"(2m)=-sin(3r)-cos(3n)=-1v2-142<0 = Maximum.

4 -T2

N"(%n)=-sin(3n)-cos(3n)=2v2+%J2<0 = Minimum

4

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



54010 Kurvengleichungen 31
Uns betrifft nur die Stelle ¢ = Zx . Hier hat der Nenner ein Maximum und der Bruch, also der
Radius r ein Minimum.

1 1 1
Zugehorender Kurvenpunkt: r(3n)=— = =—
()= GG -cos(in) V212 V2
3 — 3 _ 1 1 2 _ 1 3 —_1 1= 1 | T 111

x(3n)=r-cos(2n) =512V 3 y(3n)=-1+1=1 also T(-1]%).
Durchlauft also ¢ das Intervall D =] in;3n [ dann bewegt sich der Kurvenpunkt “aus dem
Unendlichen® von rechts oben nach links unten zu P4, also zum Endpunkt eine Halbgeraden.
Diese wird dann ein zweites Mal durchlaufen, und zwar in umgekehrter Richtung fur
far (pe[ %n;%n[
Es folgt ein Screenshot von MatheGrafix im Trace-Modus.

IS =T

N ) — Achsen Koordinatensystem i

Als Definitionsbereich — | — Bl do| | _JTEsse S

fur ¢ habe ich e — @0 en| |[— ] EE_ =

[0,257;0,75 x| Interaktiy = i

. %+ Ursprung ¥

eingegeben, und man Beschriftung 7

. Punkt

erkennt, dass sich S 6

der Kurvenpunkt fir fesstenten > 5

2D-Objekte »

¢ =0,75n gerade im TR 4

Normale

~Tiefpunkt” T befindet. Trace 3

Man kann diese Bewegun [ Enetellongen

im Trace-Modus sehr schon Punktfang

-1
beobachten, wenn man die - ‘ sl df
_ - oo 2 1 o 1 2 3 4 5 6

Maus von links nach rechts =gl . | ]

[ Foto mit ) ®=07s5n

bewegt. Eoord By 0,25 n 0,5n 0,75 n

;I yafffD| 1cm
|r(-u,5|o,5) \1. () =1/ (sin(p)-cos(p)) \2. f(x) = sin(x)-cos(x) | y.
Ergebnis:  Die durch die Gleichung I‘((p) =—————— definierte Kurve ist eine Halbgerade

~ sin(¢)-cos(o)

Mit einem minimalen Definitionsbereich von D, =] in;2n [ und der expliziten
Geradengleichung y=x+1 mit D, = [_%;OO [
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6) r(e)= \/sinz (9)+16-cos®*(¢), ¢<[0;2n]
Zuerst quadrieren und dann sin(¢) = Y und cos(¢) = Xund r?=x%+ y? ersetzen:
r r
2 2
ey =—Y 116~ (x*+y?
X2 42 X2 +y? | ( y )

(x? +y2)2 =y? +16x?
Wenn man den Definitionsbereich hinsichtlich ¢ bestimmen soll, muss man so argumentieren:
Wegen sin*(¢)>0 und cos?(¢)>0 istauch 2-sin’(¢)+4-cos®(¢) stets >0, also gibt es
keine Einschrankungen. Lediglich nach Ag = 2n wiederholen sich wegen der Periodizitat die
r-Werte.

Y
Y

Unten noch zwei Kurven dieses Typs:
r(e)= \/4 -sin’ (@) +8-cos’(¢)

X
und (rechts) -
r(e)= \/8 -sin? (@) +2-cos?(¢)

Y
Y
-4 1 2 3 4 4 -3 2 3 4
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2.5 Polarkoordinatenform = Parametergleichung

(1) Archimedische Spirale:
Ein Strahl OP dreht sind gleichférmig (also mit konstanter Winkelgeschwindigkeit) um den Ursprung
und zugleich bewegt sich P gleichférmig von O weg. Man kann sich das so vorstellen, als ob sich ein Kran
gleichférmig dreht und sich dabei die Laufkatze auf dem Ausleger nach auf3en wegbewegt.
Die Gleichung in Polarkoordinaten lautet: r=a-o.

Daraus kann man die kartesischen Koordinaten wie ublich berechnen:

x=r-cos(o)

i >
y=r«sin((p) mit a>0 und ¢>0

Das ergibt dann diese Parameterdarstellung:

x(¢)=a-¢-cos(o)
y(p)=2a-¢-sin(o)

Die Abbildung verwendeta=1und ¢ <[ 0;6m |.

(2) Die Hyperbolische Spirale )

Bei dieser Spirale ist der Radius umgekehrt proportional
zum Drehwinkel: =2 3'/
¢
COS( o
x(g)=a- 20
Es folgt: @
Sln(go)
y(p)=a p

Die Abbildung verwendeta=5und ¢ <[ 0;8 x].

(3) Dielogarithmische Spirale
Hier gilt: r=e®?

Die Abbildung verwendeta=0,1und ¢ e[ 0;8n ]
Fir ¢ > o geht r > oo, fir ¢ » —0 geht r -0

x(¢) =e%? .cos(9)

Es folgt: ©
y(e)=e*?-sin(o)

Spiralen werden im Text 54135 besprochen.
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